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ABSTRACT: Selected statistical and chemometric methods were applied in the in-
terpretation of analytical data obtained during examinations of glass fragments by
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,»3 sigma” rule and Student’s t-test. The elemental composition of the studied glass
samples was determined by the SEM-EDX method and cluster analysis. An attempt
was made to utilise selected statistical and chemometric methods both in order to
classify an unknown glass sample into a use-type group of glass objects, and to dis-
criminate between an evidential glass sample and a comparative glass sample.
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INTRODUCTION

There are two main aims of forensic examinations of evidence materials.
In the case of lack of a comparative material, the evidence material is stud-
ied in order to classify it into a use-type of glass objects, taking into account
their specific chemical and physical properties. When both evidence and
comparative materials are available the task of a forensic chemist is to an-
swer, whether they could have come from the same object, i.e. to carry out
a comparative analysis, also called a discrimination [10].

Only in the case of detection of significant differences in physical proper-
ties or chemical contents of the materials being compared, is it possible to as-
certain that they did not originate from the same object. To discriminate be-
tween objects of different classes is one of the easiest tasks. However, to per-
form a reliable differentiation between objects of the same class, which by
definition have similar features, is more difficult.
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With the advent of modern analytical methods characterised by high sen-
sitivity and precision, the short duration of the process of analysis and
“user-friendly” operating systems resulting from equipment automation,
one can obtain a large amount of good quality analytical data. The following
analytical methods, frequently used for forensic glass examinations, possess
the above mentioned attributes: glass refractive index measurement tech-
nique — GRIM [4, 5, 6, 7, 8, 12, 13] as well as methods of elemental analysis,
e.g. X-ray spectrometry realised either with scanning electron microscopy
(SEM-EDX) [1, 15], or as X-ray fluorescence (XRF) [11]. Nevertheless, the
appropriate interpretation of the analytical results obtained remains an im-
portant challenge for the forensic chemist.

In the presented work selected methods of statistical analysis were de-
scribed, which according to the authors could be helpful in an assessment of
variability of the studied material and in revealing discrete differences be-
tween samples of objects belonging to the same class. With the use of an ap-
propriate statistical method (especially in the case of multivariable descrip-
tion of objects) group identification can be limited to a group of smaller popu-
lation.

The choice of the particular method of statistical analysis to be applied in
order to solve a problem of classification or discrimination, depends mainly
on the number of features taken into account when describing the studied
objects.

CLASSIFICATION OF OBJECTS DESCRIBED BY A SINGLE VARIABLE

In order to classify an object described by one feature only, a data base of
ranges of values which the feature can attain in various groups is required.
Let us consider the following example: five glass fragments D1, D2, D3, D4
and D5 were recovered on the clothes of a car accident victim. Comparative
material (P) taken from the damaged headlamp of a car belonging to a per-
son suspected to have caused the fatal accident, was also provided for exami-
nation.

Refractive index, RI, was measured for all the samples [13]. Results of the
measurement are collected in Table I. A fragment of the data base, including
values of refractive indices of glass samples taken from car windows (c) and
car headlamps (r) is shown in Table II.

A classification of the evidence samples should be carried out first. If any
of the evidence samples were classified as coming from car headlamps, the
next step of the examinations would be discrimination, i.e. answering the
question, whether the evidence and the comparative samples could have
originated from the same object.
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Before the classification had been completed, mean values of refractive
index for each of the evidence and the comparative samples were calculated
from the following formula:

> RI,

RI =" 1
n
where: i — index of the sample (i = D1, ..., D5, P); n — number of measure-

ments performed for each sample (n = 9).

TABLE I. RESULTS OF THE MEASUREMENT OF REFRACTIVE INDEX FOR EVIDENCE
SAMPLES D1, ..., D5 AND COMPARATIVE SAMPLE P.

Refractive index
Measurement Evidence samples Comparative
sample
Dl D2 D3 D4 D5 P

1 1.5143 1.5173 1.5252 1.5124 1.5218 1.5122

2 1.5146 1.5166 1.5254 1.5126 1.5219 1.5122

3 1.5144 1.5168 1.5256 1.5124 1.5218 1.5123

4 1.5148 1.5168 1.5258 1.5128 1.5216 1.5128

5 1.5149 1.5171 1.5253 1.5124 1.5211 1.5124

6 1.5142 1.5169 1.5255 1.5123 1.5214 1.5122

7 1.5146 1.5165 1.5251 1.5123 1.5216 1.5127

8 1.5145 1.5166 1.5255 1.5123 1.5217 1.5129

9 1.5146 1.5163 1.5255 1.5124 1.5218 1.5126
Mean value of R 1.51454 1.51677 1.52543 1.51243 1.52163 1.51248

TABLE II. RANGES OF VALUES OF REFRACTIVE INDEX FOR GLASS SAMPLES OF CAR
WINDOWS AND CAR HEADLAMPS (OUR DATA).

Group Refractive index
Car headlamps (r) 1.5111 -1.5169
Car windscreens (c) 1.5157 — 1.5244

In order to classify sample D1 the mean value of refractive index
RI,, =151454is compared with the data base (Table II). A group of glass is
searched for that would contain a refractive index of sample D1. One can ob-
serve that a value of 1.51454 is included in the characteristic range for the
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car headlamps glass. This means that evidence sample D1 could originate
from a car headlamp.

The mean value of the refractive index measured for sample D2
(RI,,, =1.514547)allows us to classify it both into the car window glass group
and into the car headlamps group; the mean refractive index of sample D3
(RI,,, =1.52543) does not fall within any of the ranges of the presented data
bases. In this case classification is not possible. The mean values of refrac-
tive indices for samples D4 and D5 (RI,, =1.514547; RI,, =1.514547) show
that sample D4 could originate from a car headlamp, and sample D5 from
a car window.

Summarising this stage of the study, two evidence samples—D1 and D4 —
were classified in the car headlamp glass group. Now, we should answer the
question as to whether any of these evidence samples show similarity to the
comparative sample P.

Discrimination of the glass samples on the basis of their refractive indi-
ces can be realised using, e.g. “3 sigma” rule or Student’s t-test.

DISCRIMINATION OF OBJECTS DESCRIBED BY A SINGLE VARIABLE

The “3 sigma” rule

In order to use the “3 sigma” rule [2, 9], the confidence ranges based upon
the mean values of refractive indices are determined for the compared evi-
dence samples, D1 and D4, and the comparative sample P. Direct compari-
son of mean values of refractive indices determined for the analysed samples
is not allowed because the mean value is only an estimation of the real value
of the refractive index for each sample (4, t = D1, D4, P). That is why ranges
of values of refractive indices (confidence ranges) — within which the real
value of the refractive index (u,) is most probably contained — ought to be cal-
culated. This probability is equal to 99.73% in the case of the “3 sigma”
range.

The confidence range is built in such a manner that the low limit is equal
to the difference between RI, value and triple value of the standard deviation
and the upper limit is equal to the sum of RI, value and triple value of the
standard deviation. The value of the standard deviation o, can be calculated
from the following formula:

1L —\2
] JZI(RIU ~RI)

n-1

2}

S.

1

where: i = D1, D4, P; n — number of measurements (n = 9).
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The results are shown in Table I1I. The confidence ranges of refractive in-
dices determined for D1 and P do not overlap, so evidence sample D1 did not
originate from the same glass object as comparative sample P. On the con-
trary, for D4 and P samples the confidence ranges of refractive indices over-
lap. This means that evidence sample D4 and comparative sample P could
have originated from the same car headlamp.

TABLE III. THE CONFIDENCE RANGES OF RI; DETERMINED FOR SAMPLES D1, D4,

AND P.

Sample Mean value s Confidence range
D1 1.51454 2.2-10* 1.51387 — 1.51522
D4 1.51243 1.6-10* 1.51194 — 1.51293

P 1.51248 2.7-10" 1.51165—-1.51331

Student’s t-test

Another way of performing discrimination is Student’s t-test [2, 9] for the
mean value of independent trials. The test allows us to check the hypothesis
of equality of two mean values which are being compared to one another.
This is the so-called null hypothesis (H,). In this case we test the null hypoth-
esis, that mean values of refractive indices, determined for the evidence and
the comparative samples, are statistically equal, H: uy, = up. If the hypothe-
sis is confirmed, one can state that the fragments of the evidence and the
comparative glass are similar and could originate from the same glass ob-
ject. Rejecting the null hypothesis, one could say that the fragments of the
evidence and the comparative glass were different and most probably origi-
nated from different objects.

The Student’s t-test can be used when two assumptions are fulfilled.
Firstly, it is assumed that the considered results have a normal distribution
[2, 9]. Usually, this can be considered true. If the hypothesis has to be tested,
the Kolmogorov-Smirnov or chi-squared (y°) tests can be performed [9].
Taking into account the above remarks, in the presented example a normal
distribution of results of refractive indices determined for examples D1, D4
and P was assumed.

The second assumption concerns variances of the results obtained for
both analysed samples (0; and 02).

In this case the null hypothesis assumed equality of these variances
(H,:0;=0}). It is to be tested with the use of the F test [2, 9] in which the
value F is calculated from the following formula:
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2
S
F==, gdzie s*>s% {3
82
]Zl(xﬁ_fi)
2 77 -
S =TT (=1, 2). {4}

Then the obtained value F'is compared with the value of F',, , , taken from
tables for r1 and r2 degrees of freedom and for the assumed confidence level
a. The values of degrees of freedom were calculated from the following for-
mulae:

rl=n, -1, {5}
rl=n, -1, {6}

where n, and n, — numbers of measurements performed for samples of vari-
ances s, and s.

As the number of measurements of refractive index was 9 (n, = n, = 9) for
each of the analysed samples, thus r1 =r2 = 8.

The value of a is most frequently taken as 0.05. Thus, in the case of ac-
cepting the null hypothesis there is a 5% risk of committing a fault of reject-
ing the opposite hypothesis that could have been true.

When for a pair of compared objects F,, ,, is greater than F calculated
from formula (3), the null hypothesis can be accepted and Student’s t-test for
mean values of the independent trials can be applied. The result from test F
performed for pairs D1 —-P and D4—P was that the null hypothesis could
be accepted in both cases as the values of F calculated were smaller than
Fy 005 = 3.44 (Table IV).

TABLE IV. VALUES OF VARIABLE F FOR PAIRS OF SAMPLES D1 - P AND D4 - P.

Pair of samples Value of variable F
D1-P 1.53
D4-P 2.80

Prior to an analysis of the null hypothesis on the equality of the mean val-
ues of refractive indices measured for the evidence and the comparative
samples, i.e. for pairs: D1 — P and D4 — P, one should determine the value of
variable ¢. As the number of measurements of RI for each of the considered
samples is the same (n, = n, = n =9), the variable ¢ can be expressed accord-
ing to the following formula:



The use of chosen methods of statistical ... 39

‘El —fZ‘ n
1}:7\/§72 E , {7}

where: X, , X, — the mean values of the established features in the compared
samples. The value of 5°can be calculated from the following formula:

2., .2
_S *s
2

=2

18}

For the considered pairs the following values were obtained:
% =RI, =151454,
¥,=RI, =1.51248,
tpi-p = 17.382 (from {7}),
¥, =RI, =151454,
%,=RI, =151248,
tpa—p = 0.413 (from {7}).

Then, the calculated values of ¢, , and ¢, , are compared to ¢,, taken
from tables for r = n—1 (r = 8) and a = 0.05.

The null hypothesis should be accepted when the value of ¢, , is greater
than that calculated, ¢_,. In the opposite case, the null hypothesis should be
rejected.

Variable ¢, , taken from tables for r = 8 and a = 0.05 equals 2.306. It is
greater than ¢, , =0.413. In this case one can accept the hypothesis and say
that evidence sample D4 and comparative sample P were similar to each
other and so they could have come from the same glass object. Conversely,
for pair D1-P, ¢, ,=17.382 being greater than ¢, , was obtained and so this
required rejection of the null hypothesis.

cal®

CLASSIFICATION OF OBJECTS OF MULTIVARIABLE DESCRIPTION

An example

Problems of classification and discrimination of objects described by
more than one feature can be illustrated in the following example. For five
evidence glass samples D1, ..., D5 and a comparative glass sample, P, the
content of six elements (Na, Mg, Al, S, K, Ca) was established by means of
SEM-EDX. Each sample was analysed five times. The obtained results to-
gether with the calculated mean values are collected in Table V.
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Colourless glass X: ¢, px, r, Wx
Colour glass containers K: pg, pu

X:
Headlamp and colourless container glass
PR {px, r}
Car windscreen and window glass
CW {c, wx}

CW:
Car windscreens ¢
Window glass w

Green glass containers pg
Brown glass containers pu

K:

Cr>0.1
[wt. %]

NO YES
Brown glass Green glass
containers pu containers pg

PR:
Car headlamp glass r

Colourless glass containers px

Fig. 1. A glass classification scheme — a non-statistical approach.
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Six objects (m = 6) described by six variables (n = 6) will be considered. In-
cluded in Table V are mean values of element contents; they can also be pre-
sented as a matrix of size m x n {9}.

Na Mg Al S K Ca
Dipg936 0 118 012 158 4780

D2g9.46 278 016 012 018 5.885
D3046 148 050 008 0 684[
D40956 0 106 014 132 5.780
D5U958 226 034 008 018 5860
pHoes 0 112 014 120 5760

19}

Moreover, a data base was created that contained results of elemental
analysis performed using SEM-EDX method for glass samples belonging to
different use-type groups of glass, i.e. colourless container glass (px), green
container glass (pg), brown container glass (pu), car headlamp glass (r), car
windscreen glass (¢) and window glass (w).

Non-statistical approach

Firstly, the non-statistical classification approach should be described.
The data base was analysed in order to choose the elements whose concen-
tration ranges do not overlap from one particular glass group to another. The
concentrations of these chosen elements became the criteria of separation in
a scheme of glass classification (Figure 1).

It is worth mentioning that the scheme only allows unambiguous classifi-
cation of green (pg) and brown (pu) container glass and the differentiation of
car window and windscreen glass groups (CW) from the car headlamp and
colourless container glass groups (PR). The method does not allow more de-
tailed classification within the CW and PR groups.

Using the above scheme, one can perform classification of sample D1 on
the grounds of its elemental content (Table V). The sample did not contain
iron (Fe) and magnesium (Mg) and could be classified into the PR set. Thus,
the sample could have originated from either a car headlamp (r), or a colour-
less glass container (px). The remaining samples were classified in the same
way. The obtained results are collected in Table VI.

Evidence samples D1, D3 and D4 as well as comparative sample P were
classified into set PR. However, taking into account the elemental content
(Table V) sample D3 can be eliminated from the group of samples similar to
the comparative one. Sample D3 contained magnesium and did not contain
potassium. Samples D1 and D4 revealed the same elemental content as
sample P and so these samples were subjected to the discrimination proce-
dure.



42 G. Zadora, Z. Brozek-Mucha

TABLE V. THE ELEMENTAL CONTENT [wt. %] OF THE STUDIED EVIDENCE SAMPLES
D1, ..., D5 AND COMPARATIVE SAMPLE P.

Element
Sample Measurement

Na Mg Al S K Ca
1 9.4 0.0 1.2 0.1 1.5 4.8
2 9.3 0.0 1.2 0.1 1.6 4.8
D1 3 9.3 0.0 1.1 0.1 1.6 4.8
4 9.4 0.0 1.2 0.1 1.6 4.7
5 9.4 0.0 1.2 0.2 1.6 4.8
Mean value 9.36 0.00 1.18 0.12 1.58 4.78
1 9.6 2.8 0.1 0.1 0.2 5.6
2 9.3 2.9 0.1 0.2 0.2 6.0
D2 3 9.5 2.6 0.2 0.1 0.1 5.9
4 9.4 2.9 0.2 0.1 0.2 6.0
5 9.5 2.7 0.2 0.1 0.2 5.9
Mean value 9.46 2.78 0.16 0.12 0.18 5.88
1 10.4 1.4 0.6 0.0 0.0 6.9
2 10.5 1.5 0.5 0.1 0.0 6.9
D3 3 10.5 1.4 0.4 0.1 0.0 6.8
4 10.4 1.6 0.5 0.1 0.0 6.8
5 10.5 1.5 0.5 0.1 0.0 6.8
Mean value 10.46 1.48 0.50 0.08 0.00 6.84
1 9.4 0.0 1.0 0.1 1.6 6.00
2 9.8 0.0 1.0 0.1 1.3 5.7
D4 3 9.6 0.0 1.1 0.1 1.2 5.7
4 9.5 0.0 1.0 0.2 1.3 5.8
5 9.5 0.0 1.2 0.2 1.2 5.7
Mean value 9.56 0.00 1.06 0.14 1.32 5.78
1 9.7 2.3 0.3 0.1 0.2 5.8
2 9.4 2.2 0.4 0.1 0.2 6.0
D5 3 9.6 2.2 0.3 0.0 0.2 5.9
4 9.7 2.4 0.3 0.1 0.2 5.8
5 9.5 2.2 0.4 0.1 0.1 5.8
Mean value 9.58 2.26 0.34 0.08 0.18 5.86
1 9.6 0.0 1.0 0.2 1.2 5.9
2 9.6 0.0 1.2 0.1 1.2 5.9
P 3 9.7 0.0 1.2 0.1 1.3 5.7
4 9.7 0.0 1.2 0.2 1.2 5.7
5 9.7 0.0 1.0 0.1 1.1 5.6
Mean value 9.66 0.00 1.12 0.14 1.2 5.76
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TABLE VI. RESULTS OF CLASSIFICATION OF THE STUDIED SAMPLES USING THE
NON-STATISTICAL APPROACH.

Sample Sets
D1 PR
D2 CW
D3 PR
D4 PR
D5 CW

P PR

PR — set of car headlamp glass and colourless container glass.
CW — set of car windscreen glass and window sheet glass.

TABLE. VII. COMPARISON OF THE CONTENT OF PARTICULAR ELEMENTS IN SAM-
PLES D1, D4 AND P USING THE “3 SIGMA” RULE.

Confidence ranges for samples Results of comparison
Element
D1 P D4 D1-P D4-P
Na 9.20 - 9.52{9.50 - 9.82| 9.11 — 10.02 + +
Al 1.05-1.31/0.79-1.45 0.79-1.33 + +
S 0.00 - 0.25|0.00 - 0.30| 0.00-0.30 + +
K 1.45-1.71/0.99-1.41| 0.83-1.81 + +
Ca 4.65-4.91|5.36-6.16| 5.39-6.17 — +

(+) — overlapping ranges of confidence, (—) — separate ranges of confidence.

Student’s t-test and the “3 sigma” rule

In order to utilise the “3 sigma” rule and Student’s t-test in an analogous
way to the refractive index measurements, the appropriate calculation
should be performed for each element content separately. The results of
these calculations are presented in Tables VII and VIII. As shown in Ta-
bles VII and VIII, sample D4 reveals similarity to sample P for each of the
analysed elements.
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TABLE VIII. RESULTS OF STUDENT’S t-TEST FOR SIMILARITY OF PARTICULAR ELE-
MENT CONTENTS FOR PAIRS OF SAMPLES D1 - P AND D4 — P.

Value of ¢, for pairs of samples
Element
D1-P D4-P
Na [8.660 | (=) [1.387] (+)
Al 11.134] (+) 10.949 (+)
S 10.632] (+) 10.000 | (+)
K [10.156| (=) [ 1.500 | (+)
Ca [15.495] (=) [0.239 | (+)

(+) — stays for fcal< trq; (—) — stays for tear > tra; tra = t4,0.05 = 2.776.

Some difficulties occurred during interpretation of results obtained for
pair of samples, D1 —P. It is only in the case of calcium that the range of con-
centration for these samples did not overlap. The ranges of concentrations of
the remaining elements could suggest some similarity between samples D1
and P. However, Students’s t-test performed for this pair of samples (Ta-
ble VII) resulted in dissimilarity. Coefficients ¢, for sodium, potassium and
calcium were greater than ¢, , = 2.776 (r = 4; = 0.05), meaning that the null
hypothesis of equality of the mean values of element contents in samples D1
and P should be rejected, whereas values of ¢, for aluminium and sulphur
allow us to accept this hypothesis. As the two ways of discrimination pro-
vided opposite results, the question arose as to which of these methods is
more suitable. In the case of choosing Student’s t-test another question
should be answered; whether the ratio 3:2 (for 3 elements — negative results
of the test and for 2 elements — positive results) would be sufficient to draw
the conclusion of the samples being different. One could find it helpful to
check whether there are correlations between the analysed element compo-
sition of the compared samples [2, 9] and the nature of the correlation, i.e.
does an increase in one element cause any increase or decrease in the con-
tent of another element? Important correlations found for a pair of the ele-
ments should be taken into account during interpretation of the results by
both the “3 sigma” rule and Student’s t-test. In the absence of correlations
the interpretation of the results for the D1 — P pair still remains ambiguous.

One can conclude from the considerations above that in the case of exami-
nations of objects described by several features a non-statistical approach
did not provide final solutions to classification and also results of the
“3 sigma” rule or Student’s t-test applied to each feature separately proved
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to be rather ambiguous in the process of discrimination. Thus methods of
statistical analysis that consider many features simultaneously must be ap-
plied.

Cluster analysis

Cluster analysis [3, 14] will be more broadly described in this paper. This
method allows us to create clusters out of similar objects. The measure of
similarity of objects studied, e.g. glass samples, is the distance between
them. A simple relation is used in cluster analysis: the smaller the distance
between objects the more similar to each other they are.

Calculations of the distances between objects described by several quan-
titative features, will be presented using the example of the square of the
Euclidean distance. Let us consider objects D1 and D2 described by two ini-
tial rows in matrix {9} and put them in the plane defined by axes of concen-
tration of sodium and potassium, C,,, and Cy, (Figure 2).

CNa A
D
CNa-2 ?
CNa-2 0
! | »
CMg-l CMg-Z CMg

Fig. 2. Representation of objects D1— D2 in an orthogonal two-dimensional space.

From Pythagoras’ theorem:

p2,,,=(op,)* +(oD,)". {10}
From Figure 2:

OD, =cy,, ~Cyyes s {11}

OD, =cy,; —Cnyes - {12}

From equations {10}, {11} and {12} the following formulae can be ob-
tained:

2 z 2
D1,D2 :(CMg—l _CMg—Z) +(cNa—1 _CNa—z) > {13}
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In an n-dimensional case this relation can be expressed as:

Dy, 1y = Zl (CDl—i _CDz—i)z . {14}

Including mean concentrations of sodium, magnesium, aluminium, sul-
phur, potassium and calcium, determined for samples D1 and D2 in equa-
tion {14}, one can obtain the value of the squared Euclidean distance be-
tween these samples, 1.e. 12.042.

Mutual distances between the remaining objects, obtained in the same
manner were presented in the form of a symmetric matrix {15}.

D1 D2 D3 D4 D5 P
Dig O

D2 E[l.949 0

D310.604 3761 0

D401122 9858 6184 0
D5U8990 0319 2401 6936 0
P E1.199 9.754 5825 0.028 6776 00

{15}

I A

It is sufficient to note down only half of the matrix as the distance mea-
sured from object D1 to object D2 is the same as the distance from object D2
to object D1.

Having calculated the matrix of mutual distances of objects D1, ..., D5
and P., one can start building clusters. There is a great number of clustering
methods. They are generally divided into non-hierarchical and hierarchical
ones, and the latter are divided into agglomerative and divisive ones. Hier-
archical methods, most frequently used in empirical research, are based on
the rule that smaller clusters are parts of the lager cluster. In the case of hi-
erarchic-agglomerative methods at the beginning there are as many clus-
ters as the considered objects, 1.e. every cluster consists of one object. The
clustering process is finished when one cluster is obtained that consists of all
the described objects. In the case of divisive hierarchical methods the clus-
tering process is opposite to that above.

The clustering process in agglomerative-hierarchical methods consists of
several stages. The first stage is selection of the pair of objects from the simi-
larity matrix, which reveals the smallest mutual distance, i.e. objects D4
and P (d,,, » = 0.028). The next stage is determination of distances between
the new cluster S (D4; P) and other objects D1, D2, D3 and D5. Clustering
methods differ in the method of definition of distances between the new clus-
ter and other objects (single objects or/and clusters). Among the methods
are, e.g. the farthest neighbourhood and the nearest neighbourhood method.
In the case of the farthest neighbourhood method the distance between ob-
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ject S (D4, P) and another object, e.g. D1(dy ;,,) equals the largest distance
among distances calculated for pairs D4 —D1and P—-D1,i.e. dg ,, = max (d,)
(Table IX):

ds_p, =dp_p, =1199.
Similarly, in the further neighbourhood method the distance between

cluster S (D4, P) and object D1 is the smallest distance among these dis-
tances (dg p,, = min(d,)):

dy o =dy, p, =1122.

The distance from cluster S (D4, P) to other objects can be obtained in the
same manner and placed in new similarity matrices, separately for farthest
neighbourhood {16} and for nearest neighbourhood {17}. Dimensions of these
matrixes are diminished by one row and one column compared to the initial
similarity matrixes {15}.

D1 D2 D3 S D5

Dig O 0

D2 5{2.042 0 g

D310.681 3601 0 0 {16}
S 01199 9858 6184 0 O

D5 E9.091 0319 2374 6936 0 %

D1 D2 D3 S D5

Dig O 0

D2 E{2.042 0 g

D310.681 3601 0 0 {17}
S 01122 9745 5825 0 O

D5 E9.091 0319 2374 6776 0 %

TABLE IX. THE SQUARE EUCLIDEAN DISTANCE FROM OBJECTS D4 AND P TO OB-

JECT D1.
Pair of objects Distance d,
D4-D1 1.122
P-D1 1.199

Proceeding with the clustering, again we are searching for objects of the
smallest distance and create new distance matrices using either the farthest
neighbourhood or the nearest neighbourhood method. Results of the cluster
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analysis can be presented in the form of dendrograms. Dendrograms ob-
tained for the presented examples are shown in Figures 3 and 4.

Fig. 3. A dendrogram resulting from cluster analysis using the nearest neighbour-
hood method.

Fig. 4. A dendrogram resulting from cluster analysis using the furthest neighbour-
hood method.

The cluster analysis performed showed that samples D1 and D4 were
similar to sample P. They created a three-element cluster. Samples D2, D3
and D5 formed another three-element cluster, indicating their mutual simi-
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larity and the difference from comparative sample P. Distances between ob-
jects inside these separated clusters are smaller than distances between
cluster D1 — D4 — P and cluster D2 — D3 — D5. Especially well expressed dif-
ferences have been shown in the case of the farthest neighbourhood method
(Figure 4).

Which method of calculating distances between objects and which of the
clustering methods are most suitable, depends on the particular task to be
solved. From the literature [10] one can conclude that the squared Euclidean
distance and the farthest neighbourhood method are most frequently used
for glass sample classification.

The presented analysis did not enable us to classify samples D1, ..., D5. It
1s not possible to state that samples D2 and D1 could have originated from
certain groups of glass, e.g. from car headlamps or car windscreens. This
analysis showed only which objects are similar and which are not. In order to
carry out classification, it is necessary to have information about the ele-
mental composition of various use-type groups of glass, obtained by the
same analytical method as used for the evidence and comparative samples.

Let us classify the evidence samples, having at our disposal data concern-
ing elemental composition of the following glass samples: car headlamps (r),
colourless containers (px) and windscreen glass (c) obtained by the
SEM/EDX method. Prior to classification of evidence samples using cluster
analysis, a method of classifying the data base itself must be worked out;
this requires selection of variables (elemental composition) as well as the
distance and the clustering methods. The chosen parameters should allow
us to obtain a dendrogram built of three clusters, each cluster containing ob-
jects of the same group. In the ideal case (Figure 5) we will obtain three such
clusters: one for the headlamps glass (r), one for the colourless containers
(px) and one for windscreen glass (c). An adequate solution to this problem
could be the dendrogram presented in Figure 6. The distance between clus-
ters should be considerably greater than distances within the cluster.

The choice of variables concerns selection of chemical elements, whose
mean concentrations significantly differ in particular groups. In Figure 7 re-
sults of cluster analysis are presented, obtained for samples included in the
data base, using concentration of all determined elements (Al, Ba, Ca, Cr,
Fe, K, Mg, Na, O, S, Si, Ti). Figure 8 shows the results of cluster analysis for
the same samples, using concentrations of elements, chosen using the Tukey
HSD method [2, 9]. This method allows us to choose variables (elemental
contents), of mean values which differ significantly in the studied groups.
The analysis of the data base with this method enables us to find significant
differences in mean concentration of Al, Ca, K, Mg and Na among the consid-
ered groups.
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Fig. 5. A dendrogram representing the ideal solution to classification.

Fig. 6. A dendrogram representing an adequate solution to classification.

Dendrograms in Figure 7 and 8 were examined in order to check whether
their constructions were consistent with the models assumed in Figures 5
and 6. In the dendrogram in Figure 7 the following clusters could be distin-
guished: px1, ..., px9 for the colourless glass containers group; two clusters
for car windscreen glass group: cl, ..., c4 and ¢8, ..., ¢12; and a cluster for the
headlamp glass grouprl, ..., r5. The remaining 15 objects are located beyond
the clusters. Objects px12, ..., px22, are located close to each other, but do not
create one cluster. One can distinguished among them two groups: px12, ...,
px14 and px16, ..., px19 and single objects px15 and px20 of mutual dis-
tances greater than within clusters. This evaluation of distances has only
got a qualitative character. For the purpose of quantitatively establishing
what value of distance would be sufficient to deviate sets of objects into two
separate clusters it would be necessary to analyse distances present on
a dendrogram similar to that in Figure 7, but it should have been performed
for a greater number of samples in every group. The pair px21 and px22
showed similarity to objects ¢c5 — c6. In the remaining part of the dendro-
gram one can also distinguish single objects ¢7 and px 23. The dendrogram
strongly deviates from models in Figure 5 and 6.
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Fig. 7. A dendrogram resulting from cluster analysis for data base samples using
concentrations of all the determined elements.

Fig. 8. A dendrogram resulting from cluster analysis for data base samples, using
concentrations of all selected elements

In Figure 8 three large clusters can be observed: for colourless glass con-
tainers (px1, ..., px17), for car windscreen glass (c1, ..., c11) and for car head-
lamp glass (r1, ..., r6). However, they do not contain all of the examined ob-
jects, as colourless container glass samples create an additional three-ele-
ment cluster (px19, ..., px20) and objects px21, px22, c12, px21 —px17 remain
beyond the large clusters. The structure of this dendrogram, in spite of 5 ob-
jects present beyond the main clusters, seems to resemble the model in Fig-
ure 6 more than the structure of the dendrogram obtained when all element
concentrations were used as variables (Figure 7). The advantage does not
seem convincing, therefore classification of objects D1, ..., D5 was carried out
with both methods. For this aim results obtained for the evidence and the
comparative samples were added to the data base and the cluster analysis
was carried out. Concentration of all analysed elements included in the data
base were used as variables. Thus, for the examined samples not only con-
centration of elements noted at Table V should be taken into consideration,
but also: oxygen (O), silicon (Si1), iron (Fe), chromium (Cr), barium (Ba), and
titanium (T1) — Table X. Dendrograms in Figures 9 and 10 show results of the
classification worked out.
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TABLE X. MEAN VALUES OF ELEMENT CONCENTRATIONS IN SAMPLES D1, ..., D5
AND P - A SUPPLEMENT TO TABLE V.

Element content [wt. %]
Sample
0) Si Fe Cr Ba Ti
D1 53.84 29.08 0.00 0.00 0.06 0.00
D2 46.74 34.68 0.00 0.00 0.00 0.00
D3 44.20 36.44 0.00 0.00 0.00 0.00
D4 53.18 28.84 0.00 0.00 0.12 0.00
D5 44.90 36.80 0.00 0.00 0.00 0.00
P 42.28 39.84 0.00 0.00 0.00 0.00

Comparative material P, which is a sample of car headlamp glass (r), was
incorrectly classified into the colourless glass containers group (px) when all
variables were used in the method of classification (Figure 9). In the case of
objects D1, ..., D5 the classification could also be incorrectly performed. The
correct classification of sample P was achieved after a preliminary selection
of variables, i.e. element concentrations, had been performed with Tukey
HSD (honestly significant differences) method (Figure 10). On the grounds
of the same dendrogram one can find that samples D1 and D4 most probably
came from headlamps (are included in cluster (r)). Pieces D2 and D5 were
classified into the car windscreen glass group and sample D3 could have
come from a colourless glass container. It was classified into the group of
colourless glass containers (px).

As was mentioned before, the structure of in Figure 7 and Figure 8 was
not entirely consistent with that assumed in Figures 5 and 6. The reason for
this could be the fact that element concentration in the analysed objects dif-
fered, even to three decimal places (e.g. for Si 28.84-40.85 wt. % and for S
0.1-0.2 wt. %). In such a situation a scaling of variables can be performed.
Depending on the type of variables describing features of the analysed ob-
jects the primordial score, also called the raw score can be transformed in
various ways. In the case of quantitative data, the most commonly used
transformations are presented in Table XI.

The decision concerning which transformation to use can be made after
examining relations between the variance and the experimental average.
An additional frequently used “scaling” method is dividing the raw score by
the standard deviation, calculated for the mean value of the established
variable. One can transform not only quantitative, but also qualitative data.
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Moreover, there are methods of “scaling” of both qualitative and quantita-
tive variables, describing objects simultaneously.
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Fig. 9. As dendrogram resulting from the classification of objects from the data base
and the examined samples, using all of the determined elements as variables.
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Fig. 10. A dendrogram resulting from the classification of objects from the data base
and the examined samples, using all of the selected elements as variables.

TABLE XI. MOST POPULAR TRANSFORMATION OF PRIMORDIAL SCORE OF ANA-

LYTICAL RESULTS.
Transformations Expression
Square root JX
Logarithm log X
Quotient 1/X
Arcus sinus arcsin X

The decision concerning which transformation to use can be made after
examining relations between the variance and the experimental average.
An additional frequently used “scaling” method is dividing the raw score by
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the standard deviation, calculated for the mean value of the established
variable. One can transform not only quantitative, but also qualitative data.
Moreover, there are methods of “scaling” of both qualitative and quantita-
tive variables, describing objects simultaneously.

In the considered example, the problem of differences (even within three
decimal places) in element concentrations could be solved by use of the loga-
rithmic transformation. However, some element concentrations equal 0,
making it impossible to use this transformation as log 0 does not exist. The
problem can be overcome by replacing null values of some element concen-
trations with very small values. It is also possible to use the following for-
mula:

X, —minX
Zi= maxX -minX’ {18}
where: X — the value obtained at measurement no. “7”, minX and maxX —
minimum and maximum value of x-th element in the considered model.

After having completed this transformation, the values for the estab-
lished element concentration were enclosed in the interval of <0; 1>. The
dendrogram obtained for the transformation of values of all analysed ele-
ments is presented in Figure 11. Conversely, the dendrogram in Figure 12
was created using (as variables) the transformed values of element concen-
trations, selected by Tukey HSD method (Al, Ca, K, Mg and Na) [2, 9]. Dur-
ing cluster analysis the square Euclidean distance and the farther neigh-
bourhood method were used, as earlier.

Comparing the dendrogram obtained using transformed data (Figure 11)
to that obtained using raw score (Figure 7) one can conclude that no signifi-
cant improvement occurred in this case. The structure of the dendrogram
obtained for the transformed data still deviated from the model ones in
Figures 5 and 6; furthermore, the classification of samples D1, ..., D5 and P
was incorrect. In Figure 13 one can observe that sample P was incorrectly
classified to cluster (px), instead of to cluster (r). However, in the case of the
variables transformed and selected by the Tukey HSD method (Figure 12)
a significant improvement in comparison to dendrogram in Figure 8 (for raw
score) was obtained. Only one cluster for each considered glass group (px1,
.., px20;cl, ...,cl1;rl,...,r7) and only 4 objects beyond them (px21, c12, px22
and px23) can be found in this dendrogram. Figure 14 presents the results of
the classification of the analysed glass microtraces. The results are consis-
tent with the classification presented in the dendrogram (Figure 8).

One can conclude that in order to solve the problem of classification of ob-
jects that belong to a number of groups, it is necessary to analyse various
combinations of raw score transformation methods, distance expressions
and clustering methods, so that optimal results can be obtained.
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Fig. 11. A dendrogram resulting from cluster analysis with the use of the trans-
formed values of concentrations of all the examined elements.

Fig. 12. A dendrogram resulting from cluster analysis with the use of the trans-
formed values of concentrations of all selected elements.

DISCRIMINATION OF OBJECTS OF MULTIVARIABLE DESCRIPTION

Now we are faced with the problem as to whether samples D1 and D4
originated from the broken car headlamp P. It will be solved by means of
cluster analysis.

As was mentioned before, in the course of cluster analysis, clusters which
include similar objects are created. For the discrimination of two samples:
the evidence and the comparative sample all of the single measurements
performed were utilised. In order to carry out discrimination of glass
microfragments, i.e. to establish — whether they could have came from the
same objects or from two different objects, concentration of all the deter-
mined elements will be utilised. In the ideal case, samples of the same ob-
jects would be similar taking into account each element content. If two sepa-
rate cluster are obtained, each containing results obtained for one object
(e.g. one cluster of results for D1 and for P), one can conclude that the frag-
ments are not similar and did not come from the same objects. However, if
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Fig. 13. A dendrogram resulting from cluster analysis of elements of the data base
and the examined samples with the use of transformed element concentrations.

Fig. 14. A dendrogram resulting from cluster analysis of elements of the data base
and the examined samples with the use of selected and transformed element concen-
trations.

the analysed results are gathered in a cluster containing analytical results
originating from both objects, one could state that the evidence and the com-
parative fragments were similar and could have came from the same objects.

Let us carry out discrimination of the evidence samples, D1 and D4, and
the comparative sample P. Figures 15 and 16 represent results of the cluster
analysis performed.

One can observe in Figure 15 that fragment D1 most probably did not
come from car headlamp glass, as two separated clusters occurred, each con-
taining measurements of one object only. On the other hand, the structure of
Figure 16, obtained for samples D4 and P enables one to conclude that they
could originate from the same car headlamp.

CONCLUDING REMARKS

The presented article provided a review of methods of statistical and
analysis that were utilised for interpretation of results obtained for glass
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Fig. 15. A dendrogram resulting from cluster analysis of the analytical results ob-
tained for samples D1 and P.

Fig. 16. A dendrogram resulting from cluster analysis of all the analytical results ob-
tained for samples D4 and P.

microtraces during both basic studies and routine examination for forensic
purposes. Selected statistical and chemometric methods, used for classifica-
tion and discrimination of glass fragments, may be successfully applied in
examinations of other types of materials. In particular, the methods of clus-
ter analysis are extensively used nowadays not only in sciences such as
chemistry or physics, but also in economics, psychology, sociology, etc.
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ZASTOSOWANIE WYBRANYCH METOD STATYSTYCZNYCH
I CHEMOMETRYCZNYCH W KRYMINALISTYCZNYCH
BADANIACH SZKLA

Grzegorz ZADORA, Zuzanna BROZEK-MUCHA

WSTEP

W kryminalistycznych badaniach dowodéw rzeczowych wyréznia sie dwa podsta-
wowe cele. Przy braku materiatu poréwnawczego ujawnione mikroélady dowodowe
badane sa w celu dokonania ich klasyfikacji, tj. zaliczenia do okreslonej grupy uzyt-
kowej przedmiotéw na podstawie charakterystycznych dla nich wlasciwosci fizyko-
chemicznych. Gdy précz materiatu dowodowego do badan dostarczony jest materiat
poréwnawczy, zadaniem eksperta jest udzielenie odpowiedzi na pytanie, czy mogty
one pochodzi¢ z tego samego przedmiotu, a wiec przeprowadzenie analizy porow-
nawcze] zwanej tez dyskryminacja [10].

Tylko w przypadku wykazania zdecydowanych réznic we wlasciwosciach fizycz-
nych badz w sktadzie chemicznym poréwnywanych materialéw mozliwe jest katego-
ryczne stwierdzenie, ze nie pochodza one z tego samego przedmiotu. Najtatwiej jest
rozrézni¢ probki materiatéw nalezacych do odrebnych klas. Jednak dokonanie rze-
telnej dyskryminacji prébek przedmiotéw nalezacych do tej samej klasy, a wiec z de-
finicji wykazujacych podobne cechy, jest zadaniem znacznie trudniejszym.

Wraz z wprowadzeniem do nauk sadowych nowoczesnych metod analitycznych,
charakteryzujacych sie wysoka czuloscia 1 precyzja, krotkim czasem analizy, pro-
stota obstugi aparatury badawczej wynikajaca z jej zautomatyzowania, mozliwe
stato sie uzyskanie dobrej jakoSci wynikéw analitycznych. Tego rodzaju zalety wyka-
zuja, czesto stosowane w badaniach mikro§ladéw szkta, metody oparte zaréwno na
pomiarach wspoétczynnika zalamania §wiatta, np. technika GRIM (ang. glass refrac-
tive index measurement) [4, 5, 6, 7, 8, 12, 13], jak 1 metody analizy pierwiastkowej,
np. spektrometria promieniowania rentgenowskiego realizowana badz w sprzezeniu
ze skaningowa mikroskopia elektronowa (SEM-EDX — ang. scanning electron micro-
scopy with energy dispersive X-ray spectrometry) [1, 15], badz jako fluorescencja
rentgenowska (XRF — ang. X-ray fluorescence) [11]. Istotnym problemem eksperta
z dziedziny badan fizykochemicznych pozostaje jednak interpretacja wynikow anali-
tycznych.

W prezentowanej pracy przedstawione zostaly wybrane metody analizy staty-
stycznej, ktére — w przekonaniu autoréw — moga by¢ pomocne w ocenie zmienno$ci
badanego materiatu oraz w okre$laniu niewielkich réznic pomiedzy prébkami réz-
nych przedmiotéw nalezacych do tej samej klasy. Dzieki wykorzystaniu odpowied-
niej metody statystycznej (w szczegdlnosci w przypadkach wielowymiarowego opisu
badanych obiektéw) identyfikacja grupowa moze byé¢ zawezona do grup o mniejszej
liczebnoéci.

Wybér metody analizy statystycznej stosowanej w celu rozwigzania problemu
klasyfikacji lub dyskryminacji zalezy m.in. od iloéci cech, ktérymi opisywane sg ba-
dane obiekty.
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KLASYFIKACJA OBIEKTOW OPISANYCH PRZEZ JEDNA ZMIENNA

W przypadku, gdy badany obiekt scharakteryzowany jest tylko jedna cecha,
w celu jego klasyfikacji wymagana jest baza danych o zakresie (lub zakresach) warto-
$ci, jakie ta cecha przyjmuje w réznych grupach. Rozpatrzmy nastepujacy przyktad:
na odziezy ofiary wypadku drogowego ujawniono pie¢ okruchéw szklanych D1, D2,
D3,D41D5. Dobadan dostarczono réwniez material poréwnawczy P w postaci prébki
szkta zabezpieczonego z rozbitego reflektora samochodu nalezacego do osoby podej-
rzanej o spowodowanie potracenia ze skutkiem $miertelnym.

Wyznaczono wspoélczynniki zalamania éwiatta (ang. refractive index — RI) [13],
wykonujac po 9 pomiaréw w réznych miejscach tych prébek. Wyniki zebrano w tabe-
li I. Fragment bazy danych, zawierajacy wartosci wspotczynnikéw zalamania Swiat-
ta dla szkta pochodzacego z szyb samochodowych (c) i reflektor6w samochodowych (r)
prezentuje tabela II.

W pierwszej kolejnoéci nalezy dokonaé klasyfikacji probek dowodowych. W przy-
padku zaklasyfikowania ktérejkolwiek z prébek dowodowych do grupy szkiet reflek-
torowych (r), kolejnym etapem bedzie dyskryminacja, czyli odpowiedz na pytanie,
czy probka dowodowa 1 poréwnawcza mogly pochodzi¢ z tego samego obiektu.

Przed przystapieniem do klasyfikacji obliczono wartoéé érednia wspétczynnika
zalamania $wiatta (tabela I) dla prébek dowodowych i prébki poréwnawczej z naste-
pujacego wzoru:

p
RI, =71 — {1
n

gdzie: i — indeks analizowanej probki (i = D1, ..., D5, P); n — liczba wykonanych po-
miaréw RI dla kazdej z prébek i (n = 9).

W celu klasyfikacji probki D1 warto$¢ srednia wspélczynnika zalamania éwiatla
RI, =151454poréwnuje sie z baza danych zawarta w tabeli II. Poszukuje si¢ w niej
grupy szkla, w zakresie ktérej zawiera sie wspélczynnik zalamania $wiatla probki
D1. Wartoéé 1,51454 miesci sie w przedziale warto$ci wspélezynnika zatamania
$wiatla wyznaczonych dla szkta reflektoréw samochodowych. Prébka dowodowa D1
moze zatem pochodzié z reflektora samochodowego.

Srednia wartoéé wspoélczynnika zatamania $wiatta wyznaczona dla prébki D2
(RI,, =1)514547) klasyfikuje ja zaréwno do grupy szyb samochodowych, jak i do gru-
py reflektoréw, a w przypadku probki D3 warto§é érednia wspoétczynnika zatamania
Swiatla (RI,, =1,52543) nie zawiera si¢ w zadnym z przedzialéw w tej bazie danych.
W takich przypadkach klasyfikacja nie jest mozliwa. Na podstawie §rednich wartos-
ci wspoélezynnikéw zalamania Swiatla dla prébek D4 i D5 (RI,, =151243;
RI,, =152163) wywnioskowaé mozna, ze prébka D4 pochodzi z reflektora samocho-
dowego, a probka D5 z szyby samochodowe;.

Podsumowujac ten etap badan, dwie prébki dowodowe D11 D4 zakwalifikowano
do grupy szkiet reflektoréw samochodowych. Kolejnym celem staje sie teraz odpo-
wiedzZ na pytanie, czy ktérakolwiek z tych dwéch probek dowodowych wykazuje po-
dobienstwo do prébki poréwnawczej P.
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Dyskryminacji tych prébek szkla, na podstawie wyznaczonych dla nich wspét-
czynnikéw zatamania Swiatta, mozna dokonaé stosujac np. metode ,,3 sigma” lub test
t-Studenta.

DYSKRYMINACJA OBIEKTOW OPISANYCH PRZEZ JEDNA ZMIENNA

Regula ,,3 sigma”

W celu zastosowania reguly ,,3 sigma” [2, 9] najpierw wyznacza sie przedziaty uf-
nosci oparte o wartosci Srednich wspélczynnika zatamania Swiatta dla kazdej z po-
réwnywanych prébek dowodowych D11D4 oraz poréwnawczej P. Nie mozna bowiem
bezposrednio poréwnywac $rednich warto$ci wspolezynnika zalamania $wiatta wy-
znaczonych dla analizowanych prébek, poniewaz érednie te s jedynie oszacowaniem
prawdziwej wartoSci wspélczynnika zalamania éwiatla kazdej z prébek (u; i = D1,
D4, P). Dlatego tez wyznacza sie przedziaty wartoSci wspoétczynnika zatamania
Swiatla (przedzialy ufnosci), w ktérych najprawdopodobniej zawiera sie warto$é
wspélczynnika zatamania Swiatla (u;). W przypadku reguly ,,3 sigma” prawdopodo-
bienstwo to wynosi 99,73 %.

Przedziat ufnos$ci buduje sie w ten sposéb, ze jego dolng granice stanowi réznica
éredniej wartoéci RI, i tréjkrotnej wartosci odchylenia standardowego, a gérna suma
Sredniej wartoéci RI, i trojkrotnej wartoéci odchylenia standardowego. Wartosé od-
chylenia standardowego o; oblicza sie wedlug wzoru:

{2}

gdzie: 1 = D1, D4, P; n — liczba pomiaréw (n = 9).

Wyniki powyzszych obliczen zebrano w tabeli III. Przedzialy ufnoéci wspdtezyn-
nikéw zalamania éwiatla wyznaczone dla prébek D1 i P nie pokrywaja sie ze soba.
Mozna wiec stwierdzié, ze probka szkla dowodowego D1 nie pochodzi z tego samego
obiektu, co probka poréwnawcza P. Natomiast w przypadku probek D41 P przedziaty
ufnosci wspoétczynnikow zatamania $wiatta pokrywaja sie. Na tej podstawie nalezy
wnioskowad, ze prébka szkta dowodowego D4 moze pochodzié z tego samego reflekto-
ra, co probka poréwnawcza P.

Test t-Studenta

Innym sposobem przeprowadzenia dyskryminacji jest uzycie testu t-Studenta
[2, 9] dla §rednich z prob niezaleznych. Za jego pomoca testuje sie hipoteze o rownosci
dwéch poréwnywanych ze soba wartoéci Srednich. Jest to tzw. hipoteza zerowa (H,).
W tym przypadku testujemy hipoteze zerowa, ktéra zaklada, ze wartoSci $rednie
wspolczynnikow zalamania §wiatla wyznaczonych dla probki dowodowej 1 prébki po-
rownawczej sg statystycznie rowne, H,: up = up. W przypadku potwierdzenia tej hi-
potezy bedzie mozna stwierdzié, ze okruchy szkta poréwnawczego 1 dowodowego sa
do siebie podobne 1 moga pochodzi¢ z tego samego obiektu. Odrzucajac hipoteze ze-
rowa, powiemy, ze okruch szkla dowodowego i por6wnawczego rézniq sie od siebie
i najprawdopodobniej pochodza z dwéch réznych obiektow.
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Test t-Studenta powinno sie stosowaé, gdy spelnione sa dwa zalozenia. Pierwsze
z nich wymaga, aby rozklad analizowanych wynikéw pomiarowych byl rozkladem
normalnym [2, 9]. Zwykle zalozenie to uwaza sie za stuszne. Gdyby zaistniata ko-
niecznos$¢ potwierdzenia tak postawionej hipotezy, to mozna zastosowac test Kotmo-
gorowa-Smirnowa lub chi kwadrat (%) [9]. Biorac powyzsze stwierdzenia pod uwage,
w rozpatrywanym przykladzie przyjeto, ze rozklady wynikéw wspoélczynnika zata-
mania §wiatla wyznaczone dla prébek D1, D4 i P maja rozklad normalny.

Drugie zalozenie dotyczy wariancji wynikéw obu analizowanych prébek (a7 1 a2).

Hipoteza zerowa w tym przypadku zaklada réwnoéé wariancji (H,: o’ = 0. ). Jest
ona sprawdzana poprzez zastosowanie testu F [2, 9]. W teScie tym wyznacza sie war-
to$¢ zmiennej F' z zaleznoSci {3 }:

2

F=% gdze s >s; {3}
Sy
(z:-%)
812 = £t ’ (l = 17 2) . {4}
n-1

Nastepnie poréwnuje sie uzyskana wartoéé¢ zmiennej F z wartoécia F,, ,, , odczy-
tang z tabeli dla odpowiedniej liczby stopni swobody r1 i r2 oraz zatozonego wsp6t-
czynnika istotnosci a. Liczbe stopni swobody oblicza sie z zaleznosci {5} 1 {6}:

rl=n, -1, {5}
rl=n,-1, {6}

gdzie: n,, n, — liczba pomiaréw wykonanych dla prébek o wariancji s’ s; .

Poniewaz liczba pomiaréw RI wykonanych dla kazdej z analizowanych prébek
wynosita 9 (n, = n, = 9), dlatego tez r1 =r2 =8.

Wartoéé a przyjmuje sie najczeéciej na poziomie 0,05. Taki poziom istotno$ci
oznacza, ze w przypadku odrzucenia hipotezy zerowej istnieje piecioprocentowe ry-
zyko popetnienia btedu polegajacego na uznaniu jej za fatszywa, gdyby w rzeczywis-
toSci byta ona prawdziwa.

W przypadku, gdy dla poréwnywanej pary obiektéw F,, , , jest wieksze od F obli-
czonego z zaleznoéci {3}, przyjmuje sie hipoteze zerowa i mozna zastosowacé dla niej
proponowany test t-Studenta dla §rednich z préb niezaleznych. Test F przeprowa-
dzony dla par D1 —-PiD4 - P wykazal, ze w obu przypadkach mozna przyjac hipoteze
zerowa, (tabela IV), bowiem wyznaczone warto§ci zmiennej F' dla powyzszych par
prébek sa mniejsze niz Fyg o5 = 3,44.

Przystepujac do analizy hipotezy zerowej mowiacej o rownosci Srednich wartosci
wspdlezynnika zalamania w probce dowodowej i poréwnawczej (dla par D1 -PiD4 —
P), nalezy w pierwszej kolejnoéci wyznaczyé warto$¢ zmiennej t. Poniewaz liczba
pomiaréw RI wykonanych dla kazdego z obiektéw jest taka sama (n, =n,=n=9), to
mozna zapisa¢ wyrazenie na zmienna [ w postaci nastepujacego wzoru:

t:xi/lzxz\/g, {7}
S
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gdzie: X, ,x,— warto$¢ rednia oznaczanych wielkosci w poréwnywanych prébkach.
Wartoéé 5° oblicza sie ze wzoru:

242
52281 2 S
5 {8}

W rozpatrywanych przypadkach dla par D1—- P 1 D4 — P uzyskano odpowiednio:
% =RI, =151454,
%, = RI, =151248,
tp1-p = 17,382 (ze wzoru {7}) ,
% =RI, =151454,
%, =RI, =151248,
tpa—rp = 0,413 (ze wzoru {7}).

Nastepnie nalezy poréwnaé obliczone wartoéci ¢, i ¢y, » z Wartoécia ¢, , odezy-
tana z tablic dla liczby stopni swobody r =n—1 (r = 8) i poziomu istotnoscia = 0.05.

Hipoteze zerowa przyjmuje sie za prawdziwa, gdy wartoéc ¢, , jest wieksza od war-
tosci obliczonej t,;. W przypadku przeciwnym hipoteze zerowa nalezy odrzucié.

Zmienna t,,, odczytana z tabeli dla r = 8 1@ = 0,05 wynosi 2,306. Wartos¢ ta jest
wigksza od ¢, » = 0,413. Mozemy wiec przyjaé hipoteze zerowa, a tym samym stwier-
dzié, ze probka dowodowa D4 i poréwnawcza P sa do siebie podobne i moga pochodzié
z tego samego obiektu. Natomiast zmienna ¢ obliczona dla pary D1—P (¢, ,=17,382)
jest wieksza od ¢, , co w tym przypadku nakazuje odrzucenie hipotezy zerowe;j.

ra’

KLASYFIKACJA OBIEKTOW OPISANYCH PRZEZ KILKA ZMIENNYCH

Przykladowy problem

Problem klasyfikacji 1 dyskryminacji, gdy badane obiekty opisane sa przez wiele
cech, zilustrowano na przyktadzie. Oznaczono zawartos$ci sze$ciu pierwiastkéw (Na,
Mg, Al, S, K, Ca) metodg SEM-EDX w pieciu probkach szkta dowodowego D1, ..., D5
1 prébce porownawczej P. Kazda z probek analizowano pieciokrotnie. Wyniki pomi-
ar6w 1 obliczonych wartoSci $§rednich zebrano w tabeli V.

Nalezy wiec rozpatrywac 6 obiektéw (m = 6), z ktérych kazdy jest opisany przez 6
zmiennych (n = 6). Zawarte w tabeli V dane o §rednich zawarto§ciach pierwiastkow
w badanych prébkach mozna przedstawi¢ w postaci macierzy o wymiarach m x n {9}.

Na Mg Al S K Ca
D1 H9,36 0 1,18 0,12 158 4,78
D20946 2,78 0,16 0,12 0,18 588
D3 %0,46 148 050 008 O 6,84%
D4 19,566 0 106 0,14 132 5,78
D5Uos8 226 034 008 018 586U
PH966 0 1,12 0,14 120 5,76%

19}
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Stworzono réwniez baze danych sktadajaca sie z rezultatéw analiz skladu pier-
wiastkowego wykonanych metoda SEM-EDX dla prébek szkla pochodzacych z réz-
nych grup uzytkowych (szkla opakowaniowego bezbarwnego — px, szkla opakowanio-
wego zielonego — pg, szkta opakowaniowego brazowego — pu, szkla z reflektoréw sa-
mochodowych — r, szkta z szyb samochodowych — ¢ oraz szkla okiennego — w).

Podejscie niestatystyczne

Zastosujmy najpierw niestatystyczne podejScie do klasyfikacji. Analizujemy
wowczas baze danych starajac sie wybrac pierwiastki, ktorych zakresy stezen w po-
szczegoblnych grupach szkla nie pokrywaja sie. ZawartosSci tak wytypowanych pier-
wiastkow stajq sie kryterium podzialu w schemacie klasyfikacji szkta (rycina 1).

Nalezy podkresélié, ze schemat ten pozwala jedynie na jednoznaczna klasyfikacje
szkla opakowaniowego zielonego (pg) i brazowego (pu) oraz na odrdznienie zbioru
szkiet okiennych i szyb samochodowych (CW) od zbioru szkiet reflektorowych i opa-
kowaniowych bezbarwnych (PR). Nie pozwala on jednak na jednoznaczna klasyfika-
cje w obrebie zbiorow CW 1 PR.

Wedlug powyzszego schematu dokonajmy klasyfikacji prébki D1 na podstawie jej
sktadu pierwiastkowego (tabela V). Probka ta nie zawiera zelaza (Fe), ani magnezu
Mg), dlatego klasyfikujemy ja do zbioru PR. Prébka ta moze zatem pochodzié z klo-
sza reflektora samochodowego (r) lub z biatych opakowan szklanych (px). Tym sa-
mym sposobem mozna przeprowadzi¢ klasyfikacje pozostalych probek. Jej rezultaty
przedstawia tabela VI.

Probki D1, D3 1 D4 zostaty zakwalifikowane do zbioru PR, podobnie jak prébka
poréwnawcza P. Analiza sktadu pierwiastkowego tych probek (tabela V) pozwala wy-
eliminowaé prébke D3 ze zbioru prébek wykazujacych podobienstwo do szkta poréw-
nawczego. W przeciwienstwie do probki P, probka D3 zawiera magnez (Mg), a nie za-
wiera potasu (K). Probki D1 1 D4 maja natomiast sktad podobny do prébki porow-
nawcze]j 1 wobec tego to one beda przedmiotem przeprowadzanej dyskryminacji.

Test t-Studenta i metoda ,,3 sigma”

W celu wykorzystania metody ,,3 sigma” lub testu t-Studenta w taki sam sposéb,
jak w przykltadzie ze wspoélczynnikiem zalamania éwiatla, nalezy wykonaé¢ odpo-
wiednie obliczenia dla kazdego z pierwiastkéw osobno. Wyniki takiego postepowania
zamieszczono w tabelach VII 1 VIII. Z tabel tych wynika, ze analiza przeprowadzona
metodaq ,,3 sigma” i1 testem t-Studenta dla prébki D4 wykazuje jej podobienstwo
z probka P w przypadku kazdego z oznaczanych pierwiastkow.

Trudnos$ci wystepuja przy interpretacji wynikéw uzyskanych dla pary D1 — P.
Analiza metoda ,,3 sigma” wykazuje, ze tylko w przypadku wapnia wyznaczone dla
tych prébek przedzialy ufnosci nie pokrywaja sie. Pozostate wyniki moglyby wiec su-
gerowac, ze probka D1 jest podobna do préobki P. Jednakze na podstawie testu t-Stu-
denta dla $rednich z prob niezaleznych mozna wnioskowad, ze prébki szkta dowodo-
wego (D1) i poréwnawczego (P) nie sa do siebie podobne. Na takie stwierdzenie po-
zwala analiza rezultatow zawartych w tabeli VII. Wartosci ¢, dla sodu, potasuiwap-
nia sa wieksze od £, , réwnego 2,776 (r = 4; a« = 0,05), co oznacza, ze nie mozna przyjaé
hipotezy zerowej moéwiacej o réwnosci $rednich zawartosci tych pierwiastkow
w probkach D11P. Wartoéc ¢,,, dla glinu (Al) i siarki (S) pozwala natomiast na przyje-
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cie hipotezy zerowej. Metoda ,,3 sigma” wskazuje wiec na podobienstwo pary D — P,
a test t-Studenta daje rezultat przeciwny. Cheac rozwiazaé ten problem, nalezatoby
odpowiedzieé¢ na pytanie, ktéra z metod jest bardziej miarodajna. Jezeli test t-Stu-
denta, to nasuwa sie kolejne pytanie, czy stosunek 3:2, tj. dla trzech pierwiastkow re-
zultat testu t-Studenta negatywny, a dla dwdch pozytywny, jest wystarczajacy do
wnioskowania o braku podobienstwa prébki D1 do prébki P? Odpowiedz twierdzaca
na ostatnie pytanie wydaje sie subiektywna. Pomocne mogtoby byé sprawdzenie, czy
wystepuja korelacje pomiedzy zawarto$cig oznaczanych pierwiastkéw w poréwny-
wanych prébkach [2, 9] oraz jaki jest ich kierunek, tzn. czy wzrost zawartos$ci jednego
pierwiastka powoduje wzrost, czy tez spadek zawartos$ci innego pierwiastka. Wykry-
cie istotnych korelacji miedzy para lub parami pierwiastkow powinno by¢ wowczas
uwzglednione w trakcie interpretacji uzyskanych wynikéw metoda ,,3 sigma” i tes-
tem t-Studenta. Gdy jednak brakuje korelacji pomiedzy wynikami sktadu pierwiast-
kowego analizowanych mikrookruchéw, wéwczas interpretacja wynikéw pary D1 —P
jest nadal problematyczna.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze w przypadku analizowania obiektow opisa-
nych przez kilka zmiennych, podej$cie niestatystyczne do celéw klasyfikacji nie daje
rozstrzygajacych rezultatow, a uzycie w celu dyskryminacji metod ,,3 sigma” 1 (lub)
testu t-Studenta dla kazdej z cech oddzielnie moze stwarzaé problemy interpretacyj-
ne. Wlaéciwe wydaje sie wiec zastosowanie takich metod statystycznych, ktére
jednoczes$nie rozpatrywalyby kilka cech, jak np. analiza dyskryminacyjna i analiza
skupien.

Analiza skupien

W niniejszej pracy szerzej opisana zostanie analiza skupien [3, 14]. Metoda ta po-
zwala grupowacé obiekty w zbiory zwane skupieniami lub klastrami (z ang. cluster),
ktore sa zbudowane z obiektéw podobnych do siebie. Miara podobienstwa jest wza-
jemna odleglto$é pomiedzy rozpatrywanymi obiektami (np. probkami szkta). W anali-
zie skupien wykorzystuje sie tez prosta zalezno$c¢, ze im mniejsza odleglo§é miedzy
obiektami, tym sa bardziej do siebie podobne.

Obliczanie odlegloéci pomiedzy obiektami, gdy sa one opisane przez kilka cech
ilo$ciowych, zostanie przedstawione na przyktadzie kwadratu odlegtoéci Euklideso-
wej. Wezmy obiekty D1 1 D2, opisane przez dwa pierwsze wiersze w macierzy {9}
i umieéémy je na plaszczyznie okreélonej przez osie stezen sodu i magnezu Cy, i Cy,
(rycina 2).

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mozna zapisaé:

D%, 1, =(0D,)" +(0D,)" . {10}
Z rysunku 2 odczytujemy:

OD, =cy, —Cyyos > {11}

OD, = cy,.; —Cya-s - {12}

Podstawiajac wzory {11} 1 {12} do r6wnania {10} uzyskuje sie:
2 2
Dy = (CMg—l _CMg—z) +(CNa—1 _cNa—z) . {13}

Dla przypadku n-wymiarowego otrzymujemy:
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Dy, 1, = Z (CDl—i _CDz—i)2 . {14}
1=1

Podstawiajac do wzoru {14} Srednie zawartosci sodu, magnezu, glinu, siarki, po-
tasu 1 wapnia oznaczone w prébkach D1 i D2, uzyskujemy warto§¢é kwadratu od-
legloéci Euklidesowej pomiedzy tymi probkami wynoszaca 12,042.

Po obliczeniu wzajemnych odlegloéci pozostalych obiektéw uzyskuje sie syme-
tryczng macierz podobienstwa tych obiektéow {15}.

D1 D2 D3 D4 D5 P
Dipg O

D2[11949 0

D3%0,604 3,761 0

D41,122 9858 6,184 0
D5U8990 0319 2401 6936 0
P H1,199 9,754 5825 0028 6,776 oﬁ

{15}

o o o

Wystarczy zapisaé tylko potowe tej macierzy, poniewaz odleglo$é¢ mierzona od
obiektu D1 do obiektu D2 jest identyczna, jak odleglo$é¢ mierzona od obiektu D2 do
obiektu D1.

Majac do dyspozycji macierz wzajemnych odlegloéci analizowanych obiektow
(D1, ..., D51 P), mozna przystapi¢ do budowy skupien. Istnieje wiele metod ich kon-
struowania. Ogélnie dzieli sie je na niehierarchiczne i hierarchiczne, a te ostatnie
z kolei na aglomeracyjne (laczace) i dzielace. Metody hierarchiczne, ktore sa najczes-
ciej uzywane w badaniach empirycznych, opieraja sie na zasadzie, ze mniejsze sku-
pienia wchodza w sktad wiekszych. W przypadku metod hierarchiczno-aglomeracyj-
nych na poczatku mamy tyle samo skupien, co rozpatrywanych obiektéw, a to ozna-
cza, ze kazde skupienie sklada sie z jednego obiektu. Proces skupiania konczy sie
w momencie zbudowania jednego klastra, w sktad ktérego wchodza wszystkie rozpa-
trywane obiekty. W metodach hierarchicznych dzielacych postepuje sie odwrotnie.

Proces konstruowania skupien w metodach hierarchiczno-aglomeracyjnych skta-
da sie z kilku etapow. W pierwszym wybiera sie z macierzy podobienstwa {15} te pare
obiektéw, pomiedzy ktorymi odleglo$é jest najmniejsza. W macierzy odleglosci sa to
obiekty D41 P (dp, » = 0,028). Nastepnie okresla sie odlegloé¢ nowego skupienia S
(D4, P) od pozostatych obiektéw D1, D2, D3 i D5.

Poszczegdlne metody konstruowania skupien réznia sie sposobem okreslania od-
leglo$ci pomiedzy nowo powstalym skupieniem a pozostatymi obiektami (pojedyncze
obiekty lub/i skupienia). Wérédd nich znajduja sie m.in. metody najdalszego i najbliz-
szego sgsiedztwa. W przypadku pierwszej z nich odlegtos¢ obiektu S (D4, P) od innego
obiektu, np. D1 (dg p,) jest réwna najwiekszej odleglo$ci sposréd odleglosci wyznaczo-
nych dla par D4 - D11 P - D1, tj. dg ,, = max (d,) (tabela IX):

dy p, =dpp, =1,199.

Analogicznie w metodzie najblizszego sasiedztwa odlegloéé skupienia S (D4, P) od
obiektu D1 bedzie najmniejsza, z tych odlegtosci (dg ;), = min(d,)). Na podstawie da-
nych z tabeli IX uzyskujemy:

dg py =dpspy =1,122.
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Na tych samych zasadach wyznacza sie odleglo§é skupienia S (D4, P) od pozo-
statych obiektow (D2, D3, D5) i tworzy nowe macierze podobienstwa —osobno dla me-
tody najdalszego {16} 1 najblizszego sasiedztwa {17}. Wymiar tych macierzy jest po-
mniejszony o jeden rzad i jedna kolumne w stosunku do macierzy podobienstwa
sprzed tej operacji {15}.

D1 D2 D3 S D5

D1g 0 s
D212042 0 0
D3E*10,681 3601 0 B {16}
S 1,199 9858 6,184 0 0
D5H9.091 0319 2374 6936 0
DI D2 D3 S D5
D1 0 q
D212042 0 0
D3E*10,681 3601 0 B (17}
S Q1,122 9,745 5825 0 0

D5Ho091 0319 2374 6,776 0H

Nastepnie postepuje sie jak poprzednio, tzn. z macierzy {16} 1 {17} zostaja wyszu-
kane obiekty, pomiedzy ktérymi odlegloéé jest najmniejsza i tworzy sie nowa macierz
odlegtoéci, stosujac przy jej konstruowaniu metode najdalszego badz najblizszego
sasiedztwa. Rezultaty analizy skupien moga by¢ zaprezentowane graficznie w posta-
ci dendrograméw. Dendrogramy uzyskane dla powyzszego przyktadu sa przedsta-
wione na rycinach 31 4.

7 przeprowadzonej analizy skupien wynika, ze probki D1 1 D4 wykazuja podo-
bienstwo do préobki P. Tworza one tréjelementowe skupienie. Probki D2, D3 1 D5
tworza, rowniez tréjelementowe skupienie, wykazujac podobienstwo wzgledem sie-
bie, ale nie wzgledem probki poréwnawczej P. Odleglosci pomiedzy obiektami
wewnatrz tak wyodrebnionych skupien sa mniejsze niz odlegto§¢ pomiedzy skupie-
niem D1—D4—Piskupieniem D2 —-D3—D5. Szczegblnie wyraznie réznice te sa zary-
sowane w przypadku zastosowania metody najdalszego sasiedztwa (rycina 4).

Odpowiedz na pytanie, ktora z metod obliczania odlegloSci miedzy obiektami
ikonstruowania skupien jest najlepsza, zalezy od konkretnego zadania, ktére nalezy
rozwigzaé. Na podstawie danych literaturowych [10] mozna wnioskowaé, ze dla
celow klasyfikacji prébek szkla stosuje sie najczesciej kwadrat odlegtosci Euklideso-
wej oraz metode najdalszego sasiedztwa.

Wykonana powyzej analiza nie pozwala na jednoznaczna klasyfikacje (identyfi-
kacje grupowa) prébek dowodowych D1, ..., D5. Nie mozemy bowiem na jej podstawie
powiedzieé, ze probka D4 jest np. szklem reflektorowym, a prébka D2 np. szklem sa-
mochodowym. Analiza ta méwi jedynie o tym, ktére obiekty sa do siebie podobne,
a ktore nie. Aby przeprowadzié¢ klasyfikacje, konieczne jest uzycie informacji o skla-
dzie pierwiastkowym szkiet, pochodzacych z réznych grup uzytkowych, ktéra zostata
uzyskana ta sama metoda, jak dla badanej prébki dowodowej 1 poréwnawczej.

Dokonajmy klasyfikacji prébek dowodowych dysponujac baza danych o sktadzie
pierwiastkowym szkiet reflektorowych (r), szkla opakowaniowego bezbarwnego (px)
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i szyb samochodowych (c) uzyskanych metodqa SEM-EDX. Przed przystapieniem do
wlasciwej klasyfikacji probek dowodowych metoda analizy skupien nalezy opraco-
wacé metode, ktéra pozwoli na klasyfikacje grupowa prébek szkla. Opracowanie ta-
kiej metody polega na wyborze zmiennych (stezen pierwiastkow) uzywanych do obli-
czania odlegtoéci pomiedzy obiektami, sposobu obliczania odlegtoéci oraz metody
skupiania. Wybrane parametry powinny pozwoli¢ na uzyskanie dendrogramu ztozo-
nego z trzech jednorodnych skupisk zbudowanych tak, aby w sktad kazdego wcho-
dzity prébki tylko jednego rodzaju szkta. Widealnym przypadku (rycina 5) uzyskamy
trzy takie skupienia: jedno skupienie dla szkiet reflektorowych (r), jedno dla szkiet
opakowaniowych bezbarwnych (px) ijedno dla szkla z szyb samochodowych (c). Row-
niez poprawnym rozwigzaniem tego problemu bytby dendrogram pokazany na ryci-
nie 6. OdlegtoSci pomiedzy grupami powinny znacznie przewyzszac odleglosci wyste-
pujace wewnatrz skupien.

Wybér zmiennych polega na wytypowaniu tych pierwiastkéw, ktérych érednie
zawarto§ci istotnie réznig sie w poszczegdlnych zbiorach. Rycina 7 przedstawia re-
zultaty analizy skupien przeprowadzonej dla obiektéw zawartych w bazie danych,
w ktorej jako zmiennych uzyto zawarto$ci wszystkich pierwiastkéw oznaczonych
w badanych prébkach (Al, Ba, Ca, Cr, Fe, K, Mg, Na, O, S, Si, Ti). Rycina 8 przedsta-
wia rezultat analizy skupien tego samego zbioru prébek, w ktorej jako zmiennych
uzyto zawartosci pierwiastkéw wybranych metoda Tukeya [2, 9]. Metoda ta pozwala
na wybdr tych zmiennych (zawarto$ci pierwiastkow), ktérych érednie wartosci
W sposob statystycznie istotny réznia sie w badanych zbiorach. Analiza wynikéw za-
wartych w bazie danych wspomniana metoda wykazata istotne réznice $rednich za-
wartosci Al, Ca, K, Mg i Na w rozpatrywanych grupach.

Nalezy przesledzié, czy budowa powyzszych dendrograméw jest zbiezna z bu-
dowa zakladana na rycinach 51 6. Na rycinie 7 mozna wyrdzni¢ nastepujace skupie-
nia: dla grupy szkta opakowaniowego bezbarwnego skupienie px1, ..., px9, dla szkta
z szyb samochodowych dwa skupienia: c1, ..., ¢4 oraz c8, ..., c12, a dla szkta z kloszy
reflektoréow samochodowych skupienie r1, ..., r5. Pozostatych 15 obiektéw lezy poza
tymi skupieniami. Wystepujace obok siebie na dendrogramie obiekty px12, ..., px22
nie tworza jednego skupienia. Wyrdznia sie w nim dwie grupy: px12, ..., px14
1px16, ..., px19 oraz pojedyncze obiekty: px151 px20, bowiem wzajemne odleglo$ci po-
miedzy nimi sa znacznie wieksze niz wewnatrz skupien. Ta ocena odlegloéci ma cha-
rakter jako$ciowy. W celu ilo$ciowego okreslenia, jaka odleglo$é¢ mozna uznaé za wy-
starczajaca, aby méwi¢ o dwéch oddzielnych skupieniach, nalezatoby przeanalizo-
wac odlegltoéci wystepujace na dendrogramie podobnym do uwidocznionego na ryci-
nie 7, ale uzyskanego dla wiekszej liczby obiektéw w poszczegblnych grupach. Para
px 21 1 px 22 wykazuje natomiast podobienstwo do grupy obiektéw c¢5 — c6. W pozo-
statej czeséci dendrogramu mozna ponadto wyr6znié pojedyncze obiekty ¢7 1 px23.
Dendrogram ten odbiega wiec w znacznym stopniu od dendrograméw modelowych
przedstawionych na rycinach 51 6.

Na rycinie 8 daje sie zaobserwowac 3 duze skupienia po jednym dla kazdej z roz-
wazanych grup szkla: dla szkta z opakowan bialych (px1, ..., px17), dla szkla z szyb
samochodowych (c1, ..., ¢11) oraz dla szkla z kloszy reflektoréw samochodowych
(r1, ..., r6). Jednak i one nie zawieraja wszystkich analizowanych obiektéw, bowiem
probki szkla opakowaniowego biatego tworza dodatkowo trdjelementowe skupienie
(px19, px20), a obiekty px21, px22, c12, px231r7 znajdujq sie poza wyzej wymienio-
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nymi skupieniami. Budowa tego dendrogramu, pomimo wystepowania 5 obiektéw
poza gléwnymi skupieniami, jest bardziej zblizona do przedstawionego na rycinie 6,
niz budowa dendrogramu uzyskanego wéwczas, gdy jako zmiennych uzyto zawarto-
$ci wszystkich oznaczanych pierwiastkéw (rycina 7). Przewaga ta nie wydaje sie jed-
nak przekonujaca, dlatego poddano klasyfikacji obiekty D1, ..., D5 obydwiema meto-
dami. W celu dokonania klasyfikacji prébek dowodowych D1, ..., D5 oraz prébki po-
réwnawczej P wyniki ich analizy pierwiastkowej dolaczono do bazy danych i przepro-
wadzono analize skupien. Jako zmienne zastosowano zawarto$ci wszystkich pier-
wiastkéw znajdujacych sie w bazie danych. Dla rozpatrywanych prébek nalezalo
wiec uwzgledni¢ zawartosci pierwiastkéw nie tylko wymienionych w tabeli V, lecz
takze: tlenu (0), krzemu (Si), zelaza (Fe), chromu (Cr), baru (Ba) oraz tytanu (Ti) —
por. tabela X. Dendrogramy na rycinach 91 10 obrazuja rezultaty tak przeprowadzo-
nych klasyfikacji.

Prébka poréwnawcza P bedaca szklem z klosza reflektora samochodowego (r) zos-
tata btednie zakwalifikowana do grupy szkla opakowaniowego bezbarwnego (px),
gdy poddano ja klasyfikacji metoda oparta na analizie wszystkich zmiennych (rycina
9). W tym przypadku klasyfikacja obiektow D1, ..., D5 rowniez mogta by¢ niepra-
widtowa. Dopiero po zastosowaniu wstepnej selekcji zmiennych, tj. zawartosci pier-
wiastkéw wytypowanych metoda Tukeya, uzyskano poprawna klasyfikacje prébki P
(rycina 10). Na podstawie tego samego dendrogramu mozna stwierdzié¢, ze probki D1
1 D4 najprawdopodobniej pochodza ze szkla reflektoréw samochodowych, poniewaz
wchodza w sktad skupienia (r). Okruchy D2 1 D5 zostaty zakwalifikowane do grupy
szkta szyb samochodowych, a probka D3 moze pochodzi¢ np. zbezbarwnej butelki lub
stoika. Zostata ona bowiem zakwalifikowana do grupy szkta bezbarwnego opakowa-
niowego (px).

Jak wspomniano wczesniej, budowa dendrograméw na rycinach 7 i 8 nie jest
w pelni zbiezna z zatozona jak na rycinach 51 6. Powodem tego moze by¢ fakt, ze za-
wartosci pierwiastkow w analizowanych prébkach réznig sie nawet o trzy rzedy wiel-
kosci (np. dla Si od 28,84% wag. do 40,85% wag., dla S od 0,1% wag. do 0,2% wag.).
W takiej sytuacji mozna przeprowadzi¢ tzw. ,skalowanie” zmiennych. W zaleznosci
od charakteru danych, ktére opisuja analizowane obiekty, mozna stosowacé rézne for-
my transformacji pierwotnych wynikéw zwanych tez wynikami surowymi. W przy-
padku danych iloéciowych mozna wybrac¢ jedno z powszechnie stosowanych prze-
ksztalcen zamieszczonych w tabeli XI.

Decyzja, ktore przeksztalcenie zastosowacd, podejmuje sie po zbadaniu zwiazku
pomiedzy wariancja i Srednimi eksperymentalnymi [9]. Jeszcze inna, czesto stoso-
wana metoda, jest dzielenie wynikéw pierwotnych przez warto$é odchylenia stan-
dardowego obliczonego dla $redniej warto$ci oznaczanej zmiennej. Niekoniecznie
musza to by¢ dane tylko ilo$ciowe czy tylko jako$ciowe. Istnieja tez metody ,skalowa-
nia” dla obiektéw opisanych przez obydwa rodzaje zmiennych.

W rozwazanym przyktadzie problem réznicy trzech rzedow wielkoSci w zawarto-
Sciach poszczegdlnych pierwiastkow mozna byloby rozwiazac stosujac przeksztalce-
nie logarytmiczne. Jednak zawarto$§¢ niektérych pierwiastkéw wynosi 0, co uniemo-
zliwia bezposrednie zastosowanie tego typu transformacji (log0O nie istnieje). Pro-
blem ten omija sie w ten sposéb, ze zerowa zawarto$¢ jakiego$ pierwiastka zastepuje
sie niewielka liczba. Istnieje tez mozliwo$¢ zastosowania zaleznos$ci {18}:
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7 = X, -min X

e {18}
max X —min X

gdzie: X, — wyznaczona zawarto$¢ pierwiastka uzyskana w i-tym pomiarze; minX,
maxX — minimalna 1 maksymalna zawarto$é¢ x-tego pierwiastka w rozpatrywanym
modelu.

Po przeprowadzeniu tej operacji zawarto$ci oznaczanych pierwiastkéw zostajg
zawarte w przedziale <0; 1>. Dendrogram na rycinie 11 uzyskany zostat dla przypad-
ku, gdy jako zmiennych uzyto przeksztalconych zawarto$ci wszystkich oznaczanych
pierwiastkéw w badanych prébkach szkla. Natomiast dendrogram na rycinie 12
powstal, gdy jako zmiennych uzyto przeskalowanych zawartos$ci pierwiastkéw wyty-
powanych metoda Tukeya (Al, Ca, K, MgiNa) [2, 9]. W trakcie analizy skupien zasto-
sowano, jak uprzednio, kwadrat odlegtosci Euklidesowej oraz metode najdalszego
sasiedztwa.

Poréwnujac dendrogramy na rycinie 7 przed ,,skalowaniem” i rycinie 11 po ,,ska-
lowaniu” stwierdzono, ze w tym przypadku nie nastapita istotna poprawa. Budowa
dendrogramu uzyskanego po transformacji danych surowych w dalszym ciagu odbie-
ga od tej zakladanej na rycinach 5 lub 6, a klasyfikacja obiektéw D1, ..., D51 P takze
nie jest poprawna. Na rycinie 13 mozna zaobserwowac, ze prébka P z grupy (r) zo-
stala btednie zakwalifikowana jako prébka z grupy (px). Natomiast w przypadku
dendrogramu uzyskanego dla zmiennych przeksztalconych i wyselekcjonowanych
metoda Tukeya (rycina 12) uzyskano znaczna poprawe w porownaniu z dendrogra-
mem z ryciny 8 (przed ,skalowaniem”). Mozna bowiem wyrézni¢ po jednym skupie-
niu dla kazdej z rozpatrywanych grup szkta (px1, ..., px20;cl, ...,c11;r1, ..., r7) 1 tylko
4 obiekty poza nimi (px21, c12, px22 i px23). Rycina 14 przedstawia rezultat klasyfi-
kacji analizowanych okruchéw szklanych. Jej wyniki sa zgodne z rezultatami klasy-
fikacji przedstawionej na dendrogramie na rycinie 8.

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, ze w celu rozwiazania problemu klasyfikacji
obiektéw nalezacych do kilku grup konieczne jest przeanalizowanie réznych kombi-
nacji metod transformacji danych pierwotnych, sposobéw wyrazania odlegtosci mie-
dzy obiektami oraz metod konstruowania skupien tak, aby znalezé optymalne rezul-
taty.

DYSKRYMINACJA OBIEKTOW OPISANYCH PRZEZ KILKA ZMIENNYCH

Teraz rodzi sie pytanie, czy probki D11 D4 moga pochodzi¢ z rozbitego reflektora P.
Rozwiazemy ten problem stosujac analize skupien.

Jak wspomniano wczeéniej, w trakcie analizy skupien powstaja skupienia,
w sktad ktérych wchodza obiekty wykazujace wzajemne podobienstwo. Przyjmijmy,
ze w celu dyskryminacji dwdch probek metoda analizy skupien bedziemy rozpatry-
wacé pojedyncze wyniki uzyskane w trakcie oznaczania skladu pierwiastkowego
prébki dowodowej 1 poréwnawczej. Gdy chcemy dokonaé¢ dyskryminacji dwéch mi-
krookruchéw szklanych, czyli stwierdzi¢, czy moga one pochodzi¢ z tego samego
obiektu, czy tez z dwdch réznych, jako zmienne stosujemy zawarto$ci wszystkich
oznaczanych pierwiastkéw. W idealnym przypadku prébki pochodzace z tego samego
obiektu powinny by¢ podobne w obrebie kazdego z pierwiastkéw. W przypadku uzy-
skania oddzielnych skupien, w sktad ktérych wchodza wyniki tylko jednego z obiek-
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téw (np. jedno skupienie dla wynikéw D11jedno dla wynikéw P), mozna wnioskowaé,
ze okruchy te nie sa do siebie podobne, czyli nie pochodza z tego samego obiektu. Na-
tomiast w przypadku, gdyby analizowane wyniki utworzyty skupienie lub skupienia
ztozone z wynikéw pochodzacych z obu okruchéw, uzasadnione jest stwierdzenie, ze
okruch dowodowy 1 poréwnawczy sa do siebie podobne 1 moga pochodzié z tego same-
go obiektu.

Dokonajmy wiec dyskryminacji pomiedzy okruchami dowodowymi D1, D41 okru-
chem poréwnawczym P. Ryciny 15 1 16 prezentuja wyniki przeprowadzonej analizy
skupien.

Z rysunku 15 wynika, ze okruch D1 najprawdopodobniej nie pochodzi ze szkta re-
flektorowego P. Obserwujemy bowiem powstanie dwéch oddzielnych skupien,
w sktad ktérych wchodza wyniki (obiekty) uzyskane tylko dla jednego z okruchéw,
w przeciwienstwie do sytuacji na dendrogramie przedstawionym na rycinie 16,
a uzyskanym dla pary D4 — P. Budowa tego dendrogramu pozwala wnioskowad, ze
okruch dowodowy D4 1 poréwnaweczy P moga pochodzié¢ z tego samego reflektora sa-
mochodowego.

UWAGI KONCOWE

Prezentowana praca stanowi przeglad metod analizy statystycznej i chemome-
trycznej, jakie wykorzystano w trakcie opracowywania wynikéw badania mikro-
§ladéw szkta, uzyskanych zaréwno w ramach badan podstawowych, jak i podczas
wykonywania ekspertyz dla potrzeb wymiaru sprawiedliwosci. Elementy chemome-
trii 1 analizy statystycznej uzyte do klasyfikacji i dyskryminacji mikrookruchéw
szkta moga by¢ z powodzeniem zastosowane w badaniach innego rodzaju mate-
riatéw. W szczegblnosci metody analizy skupien znajduja coraz szersze zastosowanie
nie tylko w naukach $cislych, lecz takze w takich dziedzinach, jak ekonomia, psycho-
logia, pedagogika czy socjologia.



